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I. Moment cinétique d’un point matériel
On introduit le moment cinétique, un nouvel outil définit a ’aide du produit vectoriel. Le moment
cinétique est a la rotation ce que la quantité de mouvement est a la translation.

Il existe deux moments cinétiques différents:
1. Le moment cinétique par-rapport a un point (le moment cinétique sera vectoriel)
2. Le moment cinétique par-rapport a un axe (le moment cinétique sera scalaire)

1) Moment cinétique par-rapport a un point

On note Ly, (M) ou o, %(M) le moment cinétique d’un point M par-rapport au point O, avec X
le référentiel.

On le définit (avec p la quantité de mouvement) par:
Lo/x(M) =OM Np; (M)
= OM ANmv, (M)

2) Dépendance du moment cinétique par-rapport au point considéré

Si on prend O et O’ deux points différents on a:

Loyz(M)=0"M Amv, (M)
= (0’0 + OM) A mw;z(M)
:mAmW(M) —l—aﬁ/\mW(M)
—00A mu, (M) + f(;;
A moins d’avoir une vitesse nulle ou colinéaire au déplacement W on aura m + Wé

Donc le moment cinétique dépend du point utilisé.

3) Moment cinétique par-rapport a un axe

On considere A un axe passant par O et dirigé par le vecteur unitaire w, .
On pose le moment cinétique par-rapport a O:

Lojr(M) = OM Amu, (M)

On définit le moment cinétique par-rapport a ’'axe A par:

Lajg(M) = Lojp(M) - upy
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® Note:
Le point O peut-étre choisi arbitrairement. Démonstration en reprenant
I’expression précedente avec O un autre point de A:

Lor(M)-uy=| OOAmvz + Lox(M) | -ux
~——

perpendiculaire & u

=Lo/x(M) - uy

4) Cas d’'un mouvement circulaire

On considére un point en mouvement circulaire. On se place en coordonées cylindriques avec ’axe
(O,) perpendiculaire au plan du mouvement et le point O centre de la trajectoire.

On a donc:

2

=ru, + 2u, = ru,
o = iu, + rfu, = Rbu,

(Comme on est en mouvement circulaire, on a r = R constant, donc 7 = 0, et 2 = 0)
On calcule le moment cinétique:

Lojz(M) = OM Amu, (M)
= (R, + zu,) A mROuy,
= R, A mROu,
= mR20u,

On en déduit le moment cinétique par-rapport a I'axe A = (O,)

5) Cas général

On prend un point en coordonées cylindriques:
OM = ra, + 2u,
¥ = iu, + rfuy + 3,
Loyz = OM Amv;5(M)
= (ra, + zu,) A m(i, + iy + 2 )
= m(rzéifz — TZUy + 27Uy — ZTHUTT)

= —mrz0u, + m(zr — i)y + mr2ou,
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v Tip:
On utilisera trés peu cette forme, sauf dans quelques calculs de cours. Il
est en général possible de trouver une expression plus jolie.

II. Moment d’une force

1) Définition du moment par-rapport a un point

De la méme maniere qu’on a définit le travail d’une force, on définit le moment d’une force par:
Mo(f) =OM A f
Si on prend O’ un autre point:

—— / B a— —

Mo (f)=O0MAf

=OONf+OMAF

=00 f+M(f)
Donc comme pour les moment cinétiques, a moins que la force soit nulle ou collinéaire a m, la
valeur du moment dépend du point de référence choisit.
a) Calcul du moment d’une force avec le bras de levier

On définit le bras de levier, la distance entre le point O et la droite d’action de la force f qui
permet de calculer la norme du moment de la force:

f
0
M S
O H
[ ] [ ]
d « droite d’action » de f
« bras de levier »

|76 (5)|| = 0M x 1 x sind

Le triangle OM H est triangle en H, donc:
OH

sinf = —

OM

Donc:

OM sinf = OH = d la distance de O a la droite d'action de f
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2) Moment d’une force par-rapport a un axe

On prend un axe A passant par un point O et de vecteur directeur unitaire u,, et on définit le
moment par-rapport a un axe:

Ma(F) = Mo(F) -un

III. Théoréme du moment cinétique en référentiel galiléen

1) Théoréme du moment cinétique par-rapport a un point fixe

© THEOREME:
La dérivée du moment cinétique par-rapport a un point est égale a la
somme des moments par-rapport a ce point:

dLo

0% 505

On repart de la définition du moment cinétique:
Lojz(M) = OM Amu, (M)

dLo/z(M) _ d

o7 4 (OM A muvz(M))
dOM . —_— d,
———— [ —
v %(M) car O fixe Zf
=0+> OMAf

=2 Mo(f)

® Note:
Si O est mobile, on prend O’ un point fixe, on peut décomposer (comme
vu précedemment) L, en O’O et en L, et on tombe sur:

dL, (M Vi F
O/d—ﬂz() = (muz(M) AT £(0)) + 3 Mo ()

2) Théoréme du moment cinétique par-rapport a un axe

Soit O un point d’un axe A fixe. Par le théoreme du moment cinétique:

dLo (M) S
—a— ~ 2l
dLo,%(M)
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© THEOREME:

L) _ 5™ 0s(f)

IV. Conservation du moment cinétique

1) Conditions de la conservation du moment cinétique

Le moment cinétique se conserve (= est constante) si sa dérivé s’annule, donc:

dt —0@2]}/[0( )

En substituant la définition du moment:

S Mo(f) =Y OMANf=OMAY f=OMAF

Donc le moment cinétique est constant si:

« Le point étudié est confondu avec 'origine
+ La somme des forces est nulle
* Que OM et F' soient colinéaires.

Dans ce dernier cas, on parle de force centrale, quand la force totale F est toujours dirigée vers un
point fixe O.

2) Mouvement plan
Si le moment cinétique est conservé, on a par définition que Ly, = OM A mv,5(M) = constante

On se place dans la situation ol le moment cinétique est non-nul, donc les vecteur OM et v,z (M)
sont non-colinéaires et définissent deux directions différentes:

M évolue dans le plan perpendiculaire a
Lo)x(M) et passant par O

M.Zgo

v Tip:
11 faut d’abords montrer le mouvement plan, puis introduire les
coordonnées polaires.
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3) Constante des aires

T
© M
Loz r
0
T

On a:

OM = ru,

ws(M) = i, + 163,

Donc:

z

Lojz(M) = (ru;) A m(rzTT + 1”91179) = mr20u;

Comme L, m et w, sont constants, on en déduit que 720 est constant.

On appelle cette quantité la constante des aires:

V. Exemple d’utilisation: le pendule simple

On étudie le systeme du pendule avec le point M
de masse m dans le référentiel galiléen. On fait un
bilan des forces:

« Poids: p = mg

« Tension du fil: R

On peut résoudre par PFD, par énergétique ou par = Théoréme du moment cinétique

v’ Tip:

Le théoréme du moment cinétique est pratique quand on peut faire
disparaitre des forces. Ici, la tension du fil est une force centrale, donc
son moment des nul: pratique!

r = [ est constant, donc:
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dLo/p(M) —

On se place dans les coordonnées polaires:

OM = lu,
v = 10w,
Donc:
Lojz(M) = L, A mlfiy = mi*0i,
On a

o

W(R) = OM A R =0 car R colinéaire 3 OM

On doit ensuite calculer le moment du poids:
« Premiére facon, par régle de la main droite pour le signe:

M, (mg) = OM A mg
= —Imgsin(0)u,

+ Deuxieme facon, par projection:

mg = mg cos Ou,. — mgsin Oy

OM = lu,

T
OM A mg = lu, (mg cos fu, — mgsin Ouy)
= —Imgsin 60,

« Troisiéme facon, par bras de levier:

OMAmg=+mg d

4

bras de levier

droite d’action

Onad = Isinf, donc OM A mg = +lmgsin(8)u,
Le poids entraine le fil dans le sens anti-trigonométrique, donc:

OM A mg = —Imgsin(0)u,
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On se retrouve donc avec:
dLox(M)  d(mi*6)
dt S dt
& mi?0 = —Imgsin(6)

= —Imgsin()

< 10 + gsin(0)
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