Oscillateur en régime sinusoidal forcé

Résonance - Filtres du 2 ordre
1. Circuit R, L, C' série soumis a une excitation sinusoidal .....................oooiiiiiii i, 1
2. Résonance en intensité - Filtre passe-bande du 2™ ordre ...............oooiiii i 4
3. Résonance avec bornes de la capacité - Filtre passe-bas du 2™ ordre .............................. 12
4. Résonance aux bornes de I'inductance ......... ... 15
5. Filtres coupe-bande ou réjecteur de fréquUences ...............uuuuiiiiiiiiiii ... 15

I. Circuit R, L, C série soumis a une excitation sinusoidal
Dans tout ce chapitre, on s’intéressera au régime permanent de circuits du second ordre soumis a un
régime sinusoidal forcé.

On utilisera donc des impédances.

1) Différentes tensions et montages correspondants
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Fig. 1. — Tension aux bornes de C
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Fig. 3. — Tension aux bornes de L
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Fig. 4. — Tension aux bornes de L, C'
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2) Equation différentielle
+ Aux bornes de C' (Fig. 1):

e=1uyp+ug+ ug

di .
= L& + Ri+ug
d?u du
=LC—5; + RC—£
ae Tty e
e _&u Rdug , ug
LC d2 L dt LC
+ Aux bornes de R: (Fig. 2)
e=up +uc+up
dt
Onai= UER, on dérive I’équation précédente:
de_L@u  duc , dug
dt  Rdt2  dt dt
_ £d2uR up | dug
R dt? RC dt
Rde d?up RduR+ 1 u
Ldt  de2 "L dt CL*
+ Aux bornes de L (Fig. 3):
e=Up +uc+up
de di du du
R4 2C L
dt dt + dt + dt
e Rau, |y | g
dt2 L dt LC  dt?
Puy  Rdu, | 1
2 "L dt ' LCTF T de?

» Aux bornes de L, C' (Fig. 4):

On va supposer un régime qu’une excitation sinusoidale est envoyée en entrée, on va utiliser les
impédences pour obtenir une fonction de transfert, puis on transforme tout les jw et les w? en
différentiations pour obtenir I'équation différentielle, et on va dire hassul le systeme respecte cette
équation différentielle pour toutes les entrées, donc on a trouvé I’équation différentiel du circuit.

1
 Rit i .
e z+ywz+j—0wz
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d?v  Rdu 1

witrta e~ o

3) Régime transitoire et régime force

On trouve toujours la méme équation différentielle, ce qui change c’est ce qui se passe de I’autre

coté.

On aura juste a résoudre I’équation homogéne (comme pour un régime transitoire normal), puis a

ajouter une solution particuliére, qui sera « simple » a trouver, car le second membre sera une

sinusoide.

4) Passage a la notation complexe

+ Aux bornes de C' On reprend I'équation différentielle:

d®ugs | Rdug | ug e

de2 +L dt LC LC

On la traduit en notation complexe:

—wus + R W + Lu = Le
o T pI¥lc T potc = o

« Aux bornes de R:

d®up  Rdug 1 Rde

dt? L dt CL L dt
—wPup + E WU p + Lu = —jwe
URr L] YrTToUR ™ L] €

« Aux bornes de L:

d?u; = Rdu 1 d2e
dt2 L dt LC dt?
2 R 1 2
—wur + TIwLL + o4 = ~we
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Calcul immondes:

1.4 Passage a la notation complexe

[S [S
e aux bornes de C': ue — —

LT A-LC) FjRCw | & 1w
( )+ oYL
wy T Quwo
1 ()
ey j=—¢
RCw W
e aux hornes de R: up = = L‘CI';A.'E) ijh’(';‘: = | .;:;?_{_“_ s
- 4=
wg Q wo
€ €
ouur = =
— 1 1 ) w wo
14 j— ( Lw— — 14+5Q (= - =2
IR ( ('-,b-) +J ")(J;., -J,-)
2
~LCuw? TRE
e aux bornes de L: uj, = ST +‘_jR( == — : T
-S4 j=—
"“l-: Q wo
(g2
| le L.C (1-LC«?)e (173_1)5
* aAux oTnes e L, 3 = E = 7
wix bornes de u (l—L('..;")%—jRC'x 3z 1o
1- 55 4=
] Q wo

—

. 1 /L . .
avec wg = pulsation propre et ) = & V’ rol facteur de qualité

1
v LC
On se retrouve avec des fonctions qui ressemblent étrangement a des fonctions de transfert...

On regarde le comportement asymptotique des filtres:

+ Aux bornes de L:
Quand w — +o00, up — €
Quandw — 0,up — 0
Le filtre semble étre passe-haut

+ Aux bornes de C"
Quand w — +oo,ur = 0
Quand w — 0,up — e
Le filtre semble étre passe-bas

+ Aux bornes de R:
Quand w — +o00, up — 0
Quandw — 0,up — 0
Ce filtre est potentiellement un passe bande, on potentiellement un coupe-tout. « a priori,
effectivement, il y a de fortes chances que ce soit un passe-bande »

II. Résonance en intensité - Filtre passe-bande du 27! ordre
Résonance: Passage par un maximum de I'amplitude de la fonction de transfert étudiée en
fonction de la fréquence/pulsation.

1) Etude de 'amplitude en fonction de la fréquence
Pour étudier I'intensité du circuit, on va regarder le circuit aux bornes de la résistance (Voir Fig. 2)

On pose la tension et 'intensité complexes du circuit:
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Donc 'amplitude vérifie:

I E
VR + (Lo — &)

Au dénominateur, les terme étant au carré, on a toujours:

1 2
R2+(LLU*C—) ZRz
w

1 2
w

E
Donc l'intensité respect toujours I < =

Pour atteindre ce maximum, il faut vérifier I’égalité:

1
Lw——=0
v Cw
s LCw? =1
1
SW=wy = ——
" VIC

Donc I'intensité passe par un maximum pour la pulsation wy, = —

VLC

® Note:
On peut aussi dériver, ou mettre au carré et dériver, mais c’est beaucoup
plus lourd sur les calculs.

On analyse l'intensité asymptotiquement:
* Quandw — 0,1 — 0
* Quand w — 400, 1 — 0

E
On passe qund méme par un maximum d’amplitude = le filtre est donc passe bande.

Il est de la forme:
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2) Filtre passe bande du 2" ordre

On reprend le méme circuit (Fig. 2):

On refait la méme chose, différement:

On étudie le comportement asymptotique de:
1. La bobine:

)
. — L_
YL =Sy
e up = jwli

* w— 0% u; — 0 < Labobine est un fil
+ w— +00 < 1 — 0 < La bobine est un interrupteur ouvert

2. Le condensateur:
dUC

dt
¢« i = jwCuc

7 =
+ w— 04 7 — 0 < Le condensateur est un interrupteur ouvert
* w— 400 < ur — 0 <> Le condensateur des un fil

Donc le circuit se comporte asympotiquement comme un passe-bande (ou on passe-rien).

On étudie le gain de la fonction de transfert:

R
VR + (Lo — &)

D’aprés Iétude qu’on a déja effectué sur l'intensité, G est croissant jusqu’a wy, et il est decroissant
apres.

G=|H|=

Pour tracer le diagramme de Bode, on passe au gain décibel:

w

112
Gy :2010g]w2—2010g\/R2 + (Lw—c—>

* Quand w — 0,
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X

1\2 1
2 L __) ~ —
R+(w Cw Cw

1 1
Donc Gy = 20log R — 20 log Yol 20log RCw = 201log wil avec w; = ViTe

On observe une pente de 20 dB/décal
» Quand w — o0,

2 1 2
w

L
Donc G5 = 20log R — 20log Lw = —20log e —20log hud avec wy = E
R Wy L

On observe une pente de —20 dB/décal

On cherche une valeur de référence de w. On prend wy tel que:

L
20log RCwy = —20log %

20log(LCw3) =0

En évaluant le gain en w, on trouve que:

RC |C 1 /L
=201 — =—20log =4/ =
Jic OlogR i3 OogR C

On retrouve 'expression du facteur de qualité () de la forme canonique.

Gap(wo) = 201og

Dong, avec () > 1 en jaune, (Q = 1 en bleu, ) < 1 en vert, le tracé asymptotique du diagramme de
bode ressemble a:

X
Wo \

/

Le tracé réel est de la forme:
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Si @ le facteur de qualité est:
« Plus petit que 1, on parle de raisonnance floue
+ Supérieur a 1, on parle de raisonnance aigiie

On reprend la fonction de transfert:

JEqp—
. w w,
1+50Q(% - %)
* Quand w — 0,
__H, JHyw
- ]Qwo QWO
_ s
T e
. H,
s = ju——=
Quwy

On observe un comportement dérivateur
* Quand w — o0,

Hywy
JQw
1 Hyw,
———e
jw Q
On observe un comportement intégrateur

3) Phase

H=

§:

Jusqu’a maintenant, on a fait que étudier ’amplitude/le gain du circuit. Pour obtenir le phase, on
reprend la fonction de transfert:

go:argﬂ:argR—arg(R-l—j(Lw—i)) =
Cw

w:arg(R+j<Lw—$>)

1
tany = LwRC“’
cos 1 du signe de R donc > 0
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= arctan Lw — !
= R RCw

® Note:
Forme canonique: on peut mettre toute les fonctions de transfert du

1¢ et du 2™ ordre sous la méme forme:
Hy(j%2)
N2
1+id - ()

On peut faire I’étude de la phase et de "amplitude avec la forme

H=

canonique, mais cela est plus laborieux qu’avec la forme précendente.
0si Hy>0

On retombe sur: ¢ = arg H, + ¢ arg H, = rsiH <0
0

Ce qui n’est pas trés sexy...

On préfére donc utiliser la forme précédente pour ’étude de la phase.

On pose
Lw 1
flw) = 'R RCw
, L 1
fw) = R + RCw?

Ona f'(w) > 0, donc f est croissante, donc ¢ est décroissante.

Etude asympto‘grique:

cw—=0,p=—
2 7
W — 00, p = ——
. @zO@Lw—azoéw:wo

Donc ¢ = 0 pour la fréquence de résonance. Coup de chance!

4) Bande passante a —3 dB
On reprend 'expression du gain:
Ggg = 20log G
R

\/R2 (Lw—A)?

Gmax
V2

On cherche w tel que G(w) >
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Ici, G

' ax = 1, donc on cherche w tel que:

R
\/R2 + (Lo — &)’

R+ (Lw— )
R2

>

Sl

<2

2 1 2 2

R-+@w—c> <2R
w

2 1 2
R —(Lw—a) SO

1 1
- _ - <
(R+Lw Cw) <R Lw+ Cw) <0

On met tout au méme dénominateur et on divise par Cw:

(RCw + LCw* —1)(RCw — LCw? +1) <0

(~LCw? — RCw +1)(LCw? — RCw —1) > 0

A B

A = (RC)?2 +4LC >0

_RC+VA
“1 7 TH0
2= 2LC

_RC-VA _|
T THoIe

_—RC-vVA |
Y2 = Tor0

D’ou:
(w—wp)(w—wy)(w—wy)(w—wy) <0
On fait un tableau de signe, on trouve que la bande passante, est les w € [wy; w;]

5) Déphasage et bande passante

On reprend le méme circuit, avec les expressions connues de la fonction de transfert:

Le gain maximum G, ,, est 1. On sait que w; et w, sont les limites de la bande passantes, donc
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On a donc, pour w € {w;,ws }:

1 1 1 1
=S| Lw—5—| = = —|Lwy— =— | =-1
R( “ Cwl) R( 2 sz)
En reprenant I'expression de la phase, on trouve ainsi la phase a la limite de la bande passante:
T
¢(w;) = —arctan(1l) = ~1

o(wy) = —arctan(—1) = %

Graphique de la phase

6) Facteur de qualité et bande passante
On pose Aw = wy — w; la largeur de la bande passante. En reprenant les expressions de w; et de ws,

on trouve Aw = f dans ce circuit.
., Wo , . , .
En général, on a Aw = —. On aura une résonnance floue si Aw est grand, et une résonnance aigue

si Aw est petit.
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III. Résonance avec bornes de la capacité - Filtre passe-bas du
2nd ordre

1) Etude de 'amplitude
On prend le circuit aux bornes de la capacité (Fig. 1).

On reprend le facteur de qualité et 'expression de I'impédance:

Q—ﬁ—l £_ L _Lwo_\/LC_ 1
" Aw RVC RJVIC R RC  RCuw,

1
71Cw
= 1 e
R+ Cw + jLw
1
= e
1+ jRCw— LCw?~

Uc

€
Yo = ) 5
w w
1 +-7§w_0 (w_0>
1
G =
w 2\? 1 w 2
(1—(70) ) +3:(2)

. . 1
Pour alléger la notation, on pose f(w) = 2]

w 1 . . o
Ona — > 0, donc si @ — 2 est positif, on somme des valeures strictement positives, et on se
Wo

retrouvera avec une variation croissante.

1
* 1¢ cas, si @ — 2 >0, alors

1 1 1 2L
—>2e->V2eQ<—=aR>/=
Q? Q V2 c

On aura alors nécéssairement f’(w) > 0, donc f croissante, donc u décroissante.

La tension ne passe pas par un maximum: on n’observe pas de résonnance.
1 1
*2mecps, — —2< 0 Q> —

Q? V2
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On cherche des solutions pour f = 0, donc pour:

On a:
rw>w, < f(w)>0
r w<w, < flw)<0

Donc f admet un minimum en w,., et comme on passe a I'inverse, G admet un maximum en w,.

On cherche le gain de la résonance (le gain maximum du filtre):

—

2) Filtre passe-bas du 2" ordre

On reprend le circuit (Fig. 1). On fait une étude asymptotique rapide:

Circuit Haute fréquence Basse fréquence
-"00000™ -

|®
Il
I
V)
Il
o

Donc le filtre & ’air d’étre passe bas.

On a:
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w )’ ’ 1 (w)?
Gy = —201 1—|— — | —
@ o8 ( ("J()) ) " Q? (%)
* Quand w = 0, Gjg =~ —201log 1 = 0, donc on observe une asymptote horizontale en basse

fréquences.

4
Quand w — +00, Ggg ~ —20log ( d ) = —401log = donc on observe une asymptote
“o “o

diagonale en —40 dB/décal en +o0.

2
1
p=argHd =argH, —arg| 1— (i) +j_i
Wo Q wy

On analyse la phase

= arg Hy — )
_ JOsiHy >0
arg Hy = {7r si Hy <0
1w
tany = @ wo 5
- ()
Wo
w2
cos i est du signe de 1 — (—)
Wo

1

arctan Q 2 siw < wy
_{OSiH()zo_ 1-(2)

T + arctan ("EW z | siw>w,

é\i é\s

La phase sera la méme qu’il y ai résonnance ou non.

En visualisant sur un oscilloscope en mode XY la sortie du filtre par-rapport a son 'entrée, on
observera une ellipse (dii a la différence de phase entre les sinus de méme fréquence) dont les
caractéristiques dépendront de la fréquence d’entrée, du facteur de qualité et du type de résonance

du filtre.
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Fig. 18. — Visualisation de Uentrée d’un filtre (en rouge), de sa sortie (en vert) et de l’ellipse formée en

prenant commes coordonnées X ’entrée et en'Y sa sortie (voir version interactive)

IV. Résonance aux bornes de 'inductance
On prend la tension aux bornes de I'inductance (Fig. 3)

_ jLw
TR+ j(Lw— &)
—LCw?

" jRCw+ (1— LCw?)

(on ne veut pas de w au numérateur)

V. Filtres coupe-bande ou réjecteur de fréquences
On regarde la tension aux bornes de L et C' (Fig. 4)

1) Comportements asymptotiques

Circuit Haute fréquence Basse fréquence
="00000™ _
R R R
I L L
C C C
| J
s=e s=e
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https://www.desmos.com/calculator/0qapj51vtt

2) Etude du gain
) 1
H=R+jLw+ ]C_w
(R + jLw)(jCw)
jCw
= (—LCw)
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