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I. Oscillations libres du circuit L, C

1) Circuit (L, C)

On utilise le circuit:

V.

= ]

On commence avec C chargé par une tension.

C est en convention générateur, L est en convention récépteur.

On a:

On remplace pour obtenir une équation différentielle en une seule variable:

d?u d?i
- _LCO— - _LO—"
U Cdt 1 Cdt

On peut les écrires sous la forme:

d?u 9
— +wju = 0,avec wy =

1
dt VLC

I Caution:
La forme exacte de I’équation est essentielle pour dire qu’il s’agit d’un
oscillateur harmonique. Par exemple, une équation du type

d?u

N’est PAS un oscillateur harmonique.

2) Solution d’un oscillateur harmonique
Lorsqu’on est face a un oscillateur harmonique, on peut parachuter la forme de la solution, qui sera:
u(t) = Acos(wgt) + Bsin(wyt)
= U cos(wyt + ¢)
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3) Conditions initiales
On a deux constantes a déterminer: (A, B) ou (U, ¢), en utilisant les conditions initiales u(0) et

u’(0) (solution d’un probléme de Cauchy)

Pour obtenir les conditions initiales, on utilisera toujours les conditions de continuité.
Ici, comme on a deux conditions initiales a déterminer, il nous faudra deux conditions de continuité:

« La continuité de la tension aux bornes de C
« La continuité de 'intensité traversant

4) Bilan énergétique

On repart des I’équadiffs originales:

Pour obtenir une puissance, on peut soit multiplier la premiére par i, soit la deuxiéme par u:

ds

= [ —

YT

di

el

ur Zdt
du d/1_,

d/1,,\ d/1
——(|Z = — —L'2>
dt(20u> dt(2 ¢
d(1l, , 1.
— (= —L2):
dt(20u +2 1 0

Donc échange d’énergie sans perte.
II. Circuit linéaires du second ordre

1) Circuit R, L, C en série

® Note:
On obtient un résultat similaire avec un circuit R, L, C' en paralléle

On utilise un signal échelon:

0sit<O
e(t)_{Esit>0

On a:
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e=u+ugp+uy

ds
= Ri+ L—
u + R+ 1

du ds
—u+rC 1S
ut R Ty

du d?u

— — + LO—
u+RCdt+ Cdt2

On peut le laisser sous cette forme, ou tout diviser par LC'"

Pu Rdu 11
dt2  Ldt LC  LC
o _ L 1 :
On pose: wg = oW = \/T_C On obtient cette forme:
d®u  wydu
W‘FEOE —i—w%u:w%e

Pour trouver @), on identifie:

L Q@ QVIC  RVIC RVC

2) Regime libre ou régime propre

Régime libre ou régime propre: régime se mettant en place en I’absence de source, c’est a dire

quand e = 0, on s’intéressera donc uniquement a la description du régime transitoire.
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3) Equation caractérisique - Trois types de régimes

Pour résoudre 1’équadiff du second ordre qu’on obtient, on utilise I’équation caractéristique:

« SiA>0:
On trouve deux solutions réelles a I’équation caractéristique.

On a u(t) de la forme u(t) = Ae™! + Be"2?

v" Tip:
Le régime transitoire fini par disparaitre: les exponentielles
doivent tendre vers 0

r9 < 0 de maniére évidente. Pour r;:

wy | Wy
207 @\/@

<1

vV1—-4Q? < 1,doncr; <O0.

On appellera ce régime le régime apériodique.

1
Comme A > 0, @ —4 > 0, donc:
1

1 1
@>4¢>6>2©Q<§

1 /L 1 L
=—/=< = N/ =
Q 7 C<2<:>R> -

On verra ce régime avec un fort amortissement (grande résistance).

Ainsi:
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== Lension aux bornes de C

-2.0 T T T T T T T
0.00000 0.00025 0.00050 0.00075 0.00100 0.00125 0.00150 0.00175 0.00200
t

Fig. 3. — Simulation d’un régime apériodique

L] ]. L

Cette situation sera peu commune, car I’égalite doit étre rigoureuse.
Dans ces conditions, on parlera de régime critique.
C’est la limite entre les deux autres régimes.

On a une solution réelle double:

La solution est alors de la forme:
u(t) = Ae™ + Bte™! = (A + Bt)e"!

Le régime critique est le plus rapide dans le retour a zéro.

u(t)
o
o

== tension aux bornes de C

-2.0 T T T T T T T
0.00000 0.00025 0.00050 0.00075 0.00100 0.00125 0.00150 0.00175 0.00200
t

Fig. 4. — Simulation d’un régime critique

« SiA <O,
1 L
Q> 5 S R<24=
On a deux solutions complexes conjuguées:

“o
Ta2=—"5~7tl%

2Q ~ 72
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u(t) = Ae™! + Be'2!

® Note:
On cherche des solutions réelles. On va donc directement

écrire u(t) avec des cos et des sin

= (U, cos(wt) + U, sin(wt))e t5g

4Q2
avecw—— 4—@

ou u(t) = U cos(wt + p)e~

v Tip:

Pour la forme de la solution: la partie réelle des solutions
complexes détermine I’amortissement, la partie complexe
détermine la période.

On appellera w la pseudo-pulsation, et ce régime pseudo-périodique.

ult)
‘c o
=
gp
S

== tension aux bornes de C

-2.0
0.00000 0 DDDZS 0 DDOSD 0 DDD?S 0 00100 0. 00125 0 DOISD 0. 00175 0.00200

Fig. 5. — Simulation d’un régime pseudo-périodique
On peut ainsi calculer la pseudo-période:

2r 47Q

T 2L _
W wy/4Q? —

Pour qualifier la baisse d’amplitude avec le temps, on définit le décrément logarithmique:

§=1In (u(t“fﬁ TP)T)) B % . (u(tuf(: fl;\)f)t))

® Note:
On calcule la valeur d’avant sur la valeur d’aprés: on mesure
la décroissance.

On reprend la forme u(t) = U cos(wt + p)e "z
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0=In (u(tuJ(rt(;: i?)T))

B ln( U cos(w(t +nT) + go)e_(H"T);% )

“o0

U cos(w(t + (n + 1)T))e—(’“r(nJrl)T)%2

Les cosinus sont pris a une période d’écart, et sont donc égaux:

5 ln( exp(—(t +nT)38) )

exp(—(t + (n + 1)T);"—5)

=In (eXP (—(t + nT);J—CO2 + (t+ (n+ 1)T)‘2"—5))

- %(—t—nT+t+nT+T)
_Yop_w_ 4@
2Q 2Q wy/4Q2 — 1

2
4Q%2 -1

Le régime pseudo-périodique est obtenu dans le cas d’un faible amortissement,
L
soit quand R < 2 rok
L 1
SIRK2\ 5 Q>
1 Ve © 9>

Quand @) — o0, § = 0 et T' ~ Tj,. Plus 'amortissement est petit,

plus on s’approche d’un vrai régime périodique.
4) Réponse a un échelon de tension
On a pour l'instant résolu I’équadift dans le régime libre.
Si on applique un échelon de tension, on tend juste vers un régime permanent de tension différente.
5) Aspects énergétiques
On repart de I’équation différentielle:

e=u+ugr+urp

dsi

i

:— wi+ Rii+ L
el ur + R+ 1

dt du \ 2

. dy/1 ., d/1_, o
ez-a<§Cu)+a<§Lz)+Rz

d d r1
el = uC’—u + Ri%? + — (—Lz’2)

Une partie est stockée dans la capacité, une partie est stockée dans la bobine, et une partie part en
effet Joule dans la résistance.
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6) Un exemple: le pont de Wien

R

4 |

{

C
||
I
<
U U

a) Etablir ’équation différentielle vérifiée par la tension u

du
u
1o = —
>R

du du 7
¢ o o _

TV at ¢

e=u+ Ri+ug

On dérive:
de du di  dug
@@ et @
Cdudi
Cdt dt  C
_du d . , 1y + iy
—dt—l-Rdt(zl—i-zz)—l- c
du d du u 1 du u
_E+RE(CE+E>+5(CE+E>
du d?u  du du U
R T T TR TR
Donc:

d?u du u de
RCO—75+3—+ 5=+

dt? dt  RC dt

b) L’écrire sous forme canonique. Donner les expressions de w, et () en fonction de R, C
On met sous forme canonique:

Py 3du 11 de
dt2  RC dt R20?2° RCdt

2
Y= g2 YT ke
wo _ 3 _ !
0 RCT973
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1
Le circuit sera toujours apériodique car @ < 5-ona donc un fort amortissement (logique car dans
1 /L

un RLC série, @ = = 6).
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